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Göteborg, April 2001



Multi-Adaptive Galerkin Methods for ODEs II:
Applications
Anders Logg
NO 2001–10
ISSN 1404–4382

Chalmers Finite Element Center
Chalmers University of Technology
SE–412 96 Göteborg
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À �G� Ñ � æ � ¶
À �G� æ ���/-�� æ ���/-�� - �G��G� æ�æGæ�¶iÀ�æ � Ñ � ) � ¶
Àaæh� Ñ � æGæ�¶
Àaæh� Ñ � æGæ�¶
Àaæh� �G� æ �
� �G� æ �
� � � )
-Â� æ�æGæ�¶iÀ�æ � �Â� �� ¶
Àaæ � �Â� ��� ¶
Àaæ � �Â� ��� ¶
Àaæ � æ ������� æ ������� � � )�Â�6- æGæ�¶iÀ�æ � �?� Ñ�æ�¶
À �G� Ñ ����- ¶
À �G� Ñ ����- ¶
À �G� æ ��� )�Ñ æ ��� )�Ñ � � )�G� æ�æGæ�¶iÀ�æ � Ñ � ) � ¶
Àaæh� �?����� ¶
Àaæh� �?����� ¶
Àaæh� �G� æ - æ �G� æ - æ Ñ ��-
-Â� æ�æGæ�¶iÀ�æ � �Â� �� ¶
Àaæ � �Â� � - ¶
Àaæ � �Â� � - ¶
Àaæ � æ ����� ) æ ����� ) Ñ ��-�Â�6- æGæ�¶iÀ�æ � Ñ � æGæ�¶
À �G� Ñ � æ � ¶
À �G� Ñ � æ � ¶
À �G� æ ����� � æ ����� � Ñ ��-�G� æ�æGæ�¶iÀ�æ � Ñ � ) � ¶
Àaæh� �?����� ¶
Àaæh� �?����� ¶
Àaæh� �G� æ - æ �G� æ - æ � � Ñ
-Â� æ�æGæ�¶iÀ�æ � �Â� � )�¶
Àaæ � �Â� ��� ¶
Àaæ � �Â� ��� ¶
Àaæ � æ ��� ��Ñ æ ��� ��Ñ � � Ñ�Â�6- æGæ�¶iÀ�æ � Ñ ��� )�¶
À �G� Ñ ����� ¶
À �G� Ñ ����� ¶
À �G� æ ����� � æ ����� � � � Ñ�G� æ�æGæ�¶iÀ�æ � Ñ � ) - ¶
Àaæh� �?����� ¶
Àaæh� �?����� ¶
Àaæh� �G� æ - æ �G� æ - æ � ���
-Â� æ�æGæ�¶iÀ�æ � �Â� � - ¶
Àaæ � �Â� ��� ¶
Àaæ � �Â� ��� ¶
Àaæ � æ �����/- æ �����/- � ����Â�6- æGæ�¶iÀ�æ � Ñ ��� )�¶
À �G� Ñ ����� ¶
À �G� Ñ ����� ¶
À �G� æ ����� � æ ����� � � ����G� æ�æGæ�¶iÀ�æ � Ñ � ) - ¶
Àaæh� �?����� ¶
Àaæh� �?����� ¶
Àaæh� �G� æ - æ �G� æ - æ � æ �Â�
-Â� æ�æGæ�¶iÀ�æ � �Â� � - ¶
Àaæ � �Â� ��� ¶
Àaæ � �Â� ��� ¶
Àaæ � æ �����/- æ �����/- � æ �Â��Â�6- æGæ�¶iÀ�æ � Ñ � æh��¶
À �G� Ñ ��� æ�¶
À �G� Ñ ��� æ�¶
À �G� æ ����� � æ ����� � � æ �Â�
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	�
 � �� øaÉ � ø;þ���� � ø©Ì��Gß
����� ãÓsÆG·ùÔ;Æ�¬Y® ¬�®°¶.½ÕÈ�ÄÕÉsËGÌqµ�«°Á ¬�®?¶)½ÕÁ�ÄÊÉsËGÌ�½Õ¶i¬�®°ÆkÁ�Ç�ÓsÆG·q¬�®°¶.±Y³u¶�È�¯�µ�º�Èv®?ÆG¯�È^¶�±�Æ�ÓU¯�«�¬Y¶�·Y³uÆGº�µ�«�¬�±tÁ?¯�±IÀÈ�¿?±Y±Y¶^Á ¯�«¾ÏlÑ-Ò � )�Æ�·�¬�®°¶1½#Á�ÄÊÉZË�Ìc½Õ¶i¬�®°ÆkÁ�¬�®°¯²±q½#¶�µN«°±�¬�®Pµ-¬q¬Y®°¶��\¿°½#³�¬Y¶�·\½Õ±(Á°¯²±�µ�³?³;¶�µ�·�Ç�µ�«?Á�ÓsÆ�·ÔuÆ�¬�®�½#¶^¬�®?ÆÂÁ°±(¸E¶�¬�®M¿°±q®Pµ�ÃG¶

É � Ì ����� 	�
 � �� øIÉ � ø�þ���� � øZÌ��Gß
����� à 	�
 � � �  ø � � � øPþ���� � ø � �Gß�à����� � � ü�øêý �  øaÉsß �ø�ý Ì � � � ø�É©ß �øêý Ì�þ���� � øaÉ©ß �øêý Ì � ã¸�®°¶^·Y¶�¬Y®°¶! "� ��$# µN·Y¶�È^ÆG½#³°¿?¬vµNÔ°º�¶#È�ÆG«?±\¬vµN«M¬Y±�Ç�Á°¯���¶^·Y¶�«�¬0ÓsÆ�·�¬Y®°¶�¬�¸EÆ3½Õ¶i¬�®°ÆkÁ°± � ôö¶�µ�º�±\Æ%Å�¶^¶�³¬�·Yµ�ÈvÅ�Æ�Ó8¬�®°¶�µ�Èi¬�¿Pµ�ºR±\¯�×G«�Æ�Ó&% 
 � �  øIÉ � ø�þ'��� � ø©Ì(��ßc±YÆÊ¬�®Pµ-¬q¸E¶.½Õµ�»�µ�Èi¬�¿Pµ�º²º²»Õ¬vµ�ÅN¶�¯²«M¬YÆ#µ�È�È^ÆG¿°«�¬È�µN«°È�¶^º�º~µ-¬�¯�Æ�«%Æ+ÃG¶^·�¯�«�¬�¶^·\ÃNµ�º�±�µ�«°Á3Ôu¶^¬�¸E¶�¶�«¾Á°¯���¶^·Y¶�«�¬1È^ÆG½Õ³uÆG«°¶^«�¬�± � ª�« ¬�®?¯�±t¸cµ�»%¸E¶ÕµN·Y¶)µ�Ô?º�¶�¬YÆ¶^ÃNµ�º²¿PµN¬Y¶�¬Y®°¶.¶^·Y·YÆ�·t¶iú?µ�Èi¬�º�»GÇu¯�«°È^º�¿°Á°¯²«°×#¯²¬�±q±Y¯²×G«�Çu¯²Ó8¸c¶0ÅM«°Æ+¸�¬�®?¶.Á°¿PµNºR¸E¶�º²º8¶^«°ÆG¿°×�® �*) Æ�¬�¶�¬�®Pµ-¬¬�®?¯�±�Á°Æk¶�±1«°Æ�¬1½#¶�µN« ¬�®PµN¬�¬Y®°¶ÊÁ°¿Pµ�º�®Pµ�±�¬�Æ�Ôu¶)±YÆGº�ÃG¶�Á¾ÆG«¾µ�óP«°¶^·�×�·Y¯�Á3Æ�·�¸�¯²¬�®¾µ�®°¯²×G®°¶�·aÀ�ÆG·\Á°¶�·½#¶^¬�®?ÆÂÁ,+ µ�º²¬Y®°ÆG¿°×�®¼ÓsÆG·Õ¬Y®°¶ Á°¯²±YÈ^ÆG«�¬�¯�«M¿°Æ�¿°±�½#¶^¬�®?ÆÂÁ ¯�¬�¯²±�«PµN¬Y¿°·�µNºù¬�Æö±YÆGº�ÃG¶%¬Y®°¶ Á°¿PµNºù¸�¯²¬Y®ÆG«°¶ÕÆG·YÁ?¶�·.®?¯�×G®°¶^·�³uÆGº�»Â«?ÆG½Õ¯�µ�º�± �.- »¾Èv®°ÆkÆG±Y¯²«°×´¬Y®°¶�¯²«�¬�¶�·\³;Æ�º~µ�«�¬�¯�«"¬�®°¯²±.±Y³u¶�È^¯~µ�ºB¸cµ�»õ¸E¶�µ�ÃGÆG¯²Á¬�®?¶#³?·YÆGÔ°º²¶�½ Æ�Óc®°µ+Ãk¯²«°×�¬�Æ�¶^ÃNµ�º²¿PµN¬�¶ % 
 � �  ø � ø/�Gß�µ�È�È^¿°·�µN¬Y¶�º�»GÇ�¸�®°¯²Èv®õ¯²±�Æ�¬�®°¶^·\¸�¯²±Y¶Ê«°¶�È^¶�±\±�µ�·I»õ¯�Ó¸E¶1¸cµ�«�¬q¬�ÆÊ¯�«�¬�·\ÆÂÁ?¿°È�¶1µ�±�Ós¶i¸ ¯²«°¶:+M¿Pµ�º²¯²¬Y¯�¶�±�µ�±(³;Æ�±Y±Y¯²Ô°º�¶�¯²«�¬�®°¶1¶^·Y·YÆ�·(¶�±\¬Y¯�½ÕµN¬�¶ � ÚAÃ�µNº�¿PµN¬Y¯�«°×�¬�®°¯²±+M¿Pµ�«�¬�¯�¬�».Á?¯�·Y¶^È^¬Yº²»�¯�±�Á?¯10#È�¿°º�¬�ÇN±Y¯�«?È�¶�¬�®?¶�·Y¶^±Y¯�Á?¿Pµ�º?¯²±�ÇNÔM»�¬�®°¶(Ä�µ�º²¶�·\Åk¯²«0ÆG·I¬�®°ÆG×�ÆG«Pµ�º²¯²¬�»GÇ-ÆG·I¬�®°ÆG×�ÆG«Pµ�º¬�Æ#µÊº~µ�·\×G¶�³PµN·\¬�Æ�Ó6¬�®°¶1Á°¿°µ�º �Ö ®°¶�Ä1µ�º�¶^·YÅM¯�«�³PµN·\¬qÆ�Ó6¬�®°¶1±Y¶^È�ÆG«?Á´¶^·Y·YÆ�·q¶^±\¬Y¯�½ÕµN¬�¶NÇ �� ' ÇP¯�±

É - Ì � ' à í� ø�� �
�/�� ý2� � � � � � � ��354 � � �76øêý ü � � ��8 �øêý 9 ø�ý2ã

ÓsÆG·�¬Y®°¶1½ÕÈ�Ä#ÉsËGÌc½#¶^¬Y®°ÆkÁ�Ç°¸�®°¯�º²¶tÓsÆG·�¬Y®°¶1½ÕÁ�ÄÊÉsËGÌ�½#¶^¬�®?ÆÂÁ�¸E¶�®°µ+Ã�¶
É � Ì � ' à í� ø�� �

�/�� ý2� � � � � � 3 4 � � �:8 � 6øêý ü � � ��8 'øêý �9 ø�ý2ã
ÓsÆG·0È^¶�·I¬vµ�¯²«¹¯�«�¬�¶^·Y³uÆGº~µ-¬�¯�Æ�«öÈ�Æ�«°±\¬�µ�«�¬�±; "� � # ÇB·\¶�±\¯�Á°¿PµNº�±< 9 øêý-ã �9 øêý # Ç�µ�«°ÁÎ±I¬vµ�Ô°¯²º�¯�¬�»¾¸E¶�¯²×G®�¬�±= 3 4 > 6øêý # Çµ�±�Á?¶�±YÈ^·Y¯²Ô;¶^Á3¯�«åÏlÑ2Ò �@? ¶^·Y¶.¸E¶0®Pµ�ÃG¶)¯²«�¬�·YÆkÁ°¿°È^¶�Á"µ�«M¿°½.Ô;¶^·�Æ�ÓB¯²«°¶:+M¿Pµ�º²¯²¬Y¯�¶�±ùµ�«°Á3Æ�«%¬�ÆG³%Æ�ÓB¬�®Pµ-¬¯�«�¬Y¶�·Y³uÆGº�µN¬�¯²ÆG«�¶�±\¬Y¯�½ÕµN¬�¶^± � ôö¶�½�µ�»�¬Y®k¿?±�¶iúÂ³u¶�È^¬t¬�®°¯²±ù±\¶�È�Æ�«°Á3¶�±I¬�¯�½ÕµN¬Y¶�¬YÆ�Ô;¶�º�¶^±Y±ù³°·Y¶^È�¯�±\¶.¬�®°µ�«¬�®?¶tóP·Y±I¬�¶�±I¬�¯�½ÕµN¬Y¶ �AÖ ®°¯²±�¯�±�µ�º�±\Æ.¬�®°¶�È�µ�±Y¶NÇPµ�È^È�ÆG·\Á°¯�«°×0¬YÆ.¬�®?¶�·Y¶�±\¿°º²¬Y±�³°·\¶�±Y¶^«�¬�¶�Á´¯�« Ö µ�Ô°º²¶�± � µN«°Á�Â� )PÆG·�±\½�µNº�º�¶^·E¬Y¯�½#¶iÀ�±I¬�¶^³°±(µ�«°Á�®°¯²×G®°¶^·IÀ�Æ�·YÁ°¶^·�½Õ¶i¬�®°ÆkÁ°±^Ç?¬�®°¯²±(µ�×G·\¶�¶^±q¯²«°È�·\¶�µ�±\¯�«°×�º²»Ê¸c¶^º�º�¸�¯�¬�®�¬�®?¶½#ÆG·Y¶ùÁ°¶�º²¯�È�µ-¬�¶t¶^±\¬Y¯�½ÕµN¬�¶NÇk¬Y®°¶�·Y¶�µ�±YÆ�«�Ô;¶^¯�«°×.¬Y®PµN¬�¬Y®°¶�È^ÆG½Õ³?¿?¬vµN¬Y¯�ÆG«°µ�º�¶�·Y·\ÆG·1És±Y¶�¶)ÏwÑ-Ò~ÌEÁ°Æ�½Õ¯²«PµN¬�¶^±�Çµ�«°Á�¬�®?¯�±(¯�±(¶^±\¬Y¯�½ÕµN¬�¶^Á�¯²«�¬�®°¶1±�µN½Õ¶�¸cµ�»�¯�«�Ô;ÆN¬�® �� è µ�«°Á �� ' �) Æ+¸1Ç°¸�®�»�Á°ÆÊ¸E¶�ÅN¶�¶^³´¬�®?¶1¬Y¯�½#¶iÀm±\¬�¶^³°±(È�Æ�«°±\¬�µ�«�¬tµN«°Á�¶:+M¿Pµ�ºBA Ö ®°¶�µ�«°±\¸E¶�·q¯�±^Ç?¬�ÆÊ¶^º�¯�½#¯�«°µN¬�¶ùµ³Pµ�·I¬BÆ�Óu¬�®°¶(¶^·Y·\ÆG·�¬�®°µN¬�¯�±AÁ?¯10#È�¿°º�¬�¬YÆ�¶^±\¬Y¯�½ÕµN¬�¶NÇG«Pµ�½#¶�º�».CEDF�GF �l�5HID��KJLJ�� �$���KM �  q±Y¯²«°×1µb+M¿Pµ�Á°·YµN¬�¿°·\¶·Y¿?º�¶c¬Y®PµN¬�µ�×�·Y¶�¶^±A¸�¯²¬Y®0¬�®°¶(ÆG·\Á°¶�·�Æ�Ó�¬�®°¶(½#¶^¬Y®°ÆÂÁ�Ç�µ�±BÁ°¶^±YÈ�·\¯�Ôu¶�ÁÊ¯�«�ÏlÑ-ÒWÇ�¸E¶q±\®°ÆG¿°º²Á)Ô;¶�µNÔ°º�¶U¬�Æ�Å�¶^¶�³¬�®?¯�±q¶�·Y·\ÆG·�ñ�¶^·YÆ � ªmÓaÇu®°Æ+¸c¶iÃG¶^·�Ç;¸E¶0µNº�º�Æ+¸ÍÓsÆG·�Á°¯��;¶�·\¶�«�¬ù¬Y¯�½#¶iÀm±\¬�¶^³°±�ÓsÆG·�Á°¯��;¶�·\¶�«�¬tÈ^ÆG½#³;ÆG«?¶�«�¬�±^Çu¸E¶
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���� �¸�¯�º²ºP×G¶^¬ +M¿Pµ�Á°·YµN¬�¿°·\¶�¶�·\·YÆG·\± �BÖ Æ0±Y¶^¶ù¬Y®°¯�±^Çk¬Y®°¯�«°ÅÊÆ�Ó�¬�®°¶�±\¯�½#³°º�¶^±\¬U³uÆG±Y±\¯�Ô°º²¶ùÈ�µ�±Y¶NÇPµ�±I»Â±I¬�¶^½ Æ�Ó�¬�¸EÆØ�Ù�ÚB±�ÇMµ�«°Á)¬Y¯�½#¶iÀ�±I¬�¶^³°±�ü � ý(à  � # µ�«?Á#ü ' ý�à  -æF� - ãvæF� - # ÆG«´Ïêæ?ã � Ò ��� ÆG½#³°¿?¬Y¯�«°× % 
 ��� â � Ém÷EãYß\Ì&�GßBà% �è â � É�÷EãYß\Ì���ßU¸�¯²¬Y®�µ +M¿Pµ�Á°·YµN¬�¿°·\¶�·Y¿°º²¶t¬�®°µN¬(ó°¬�±�¬Y®°¶�óP·\±\¬�È�Æ�½Õ³uÆG«°¶^«M¬�Ç?¸E¶1¸�¯²º�ºu«°Æ�¬(È�µ�³?¬Y¿°·Y¶�¬�®?¶ÃNµ�·Y¯�µN¬�¯²ÆG«�Æ�Ó8¬�®°¶1±\¶�È�Æ�«°Á%È^ÆG½Õ³uÆG«°¶^«�¬�ÇP±Y¯²«°È�¶�¬Y®°¯�±(È^ÆG½Õ³uÆG«°¶^«�¬�Ç�µ�º�¬�®°ÆG¿?×G®�³°¯�¶^È�¶i¸�¯�±Y¶�º�¯²«°¶�µN·1ÉZ±Yµ+»?Ì
Ç¸�¯�º²º�«°Æ�¬qÔu¶1³°¯�¶^È�¶^¸�¯²±Y¶�º�¯²«°¶�µ�·(Æ�«�¬Y®°¶�³°µ�·\¬Y¯²¬�¯²ÆG«�Æ�Ó8¬�®°¶�óP·\±\¬ùÈ�ÆG½#³;Æ�«°¶�«�¬�Ç�Ô°¿Â¬ù·YµN¬�®?¶�·�ÆG«%¯�¬�±(Æ+¸�«³Pµ�·I¬�¯�¬�¯�Æ�« � ª�«?Á°¯²Ãk¯�Á?¿Pµ�º�¬�¯�½#¶iÀm±\¬Y¶�³°±�¸�¯�º²º�¬Y®M¿°±�·Y¶^±Y¿°º�¬c¯²«�µ�Á°Á?¯²¬�¯²ÆG«Pµ�º +k¿°µ�Á°·�µ-¬�¿°·\¶�¶�·\·YÆG·\±c¯²Ó�¸c¶�Á?ÆG«��ê¬Á°Æ�±YÆG½#¶^¬Y®°¯�«?×´µNÔ;ÆG¿Â¬�¬Y®°¶�+k¿°µ�Á°·�µ-¬�¿°·\¶ �4� ÁPµ�³?¬Y¯²Ã�¶ +M¿Pµ�Á?·�µN¬Y¿°·Y¶Õµ�«°Á¾¶�±I¬�¯�½ÕµN¬Y¯�ÆG«3Æ�Ó +M¿Pµ�Á°·YµN¬�¿°·\¶¶�·\·YÆG·\±�µN·Y¶�Á°¯�±\È�¿°±\±Y¶�ÁÐ¯²« ÏlÑ-ÒWÇ�Ô°¿?¬�µ�º�¬�®°ÆG¿?×G® ¸E¶%½Õµ�»GÇE¯�« ³°·Y¯²«°È�¯²³°º�¶NÇc¶�±I¬�¯²½�µN¬Y¶�¬�®°¶h+M¿Pµ�Á°·YµN¬�¿°·\¶¶�·\·YÆG·\±�Ç�¸E¶ù½Õµ�»0«°Æ�¬�¶
úÂ³;¶^È^¬U¬�®°¶^±Y¶q¶�±\¬Y¯�½ÕµN¬�¶^±A¬�Æ�Ô;¶(ÆNÓ�¬�®?¶q±Yµ�½#¶]+k¿°µ�º�¯�¬�»)µ�±B¬�®?¶q·\¶�±I¬EÆNÓ;¬Y®°¶�¶�·Y·\ÆG· �Ö ÆÛ¯²º�º�¿?±\¬�·YµN¬�¶ ¬Y®°¯�±^Ç�¸c¶¾±YÆ�º²ÃG¶"¬�®?¶õ¬�¶^±\¬´³°·YÆ�Ô°º�¶^½ µ�×�µ�¯²«�Çt¿°±\¯�«°×å¬�®?¶ö½#È+ÄÊÉ � Ì�½#¶^¬Y®°ÆÂÁ¸�¯²¬Y®Ö Ø�ð à æF� ��� ôõ¶ÊÆGÔ?¬�µ�¯�«3¬�®?¶#±\ÆGº�¿Â¬�¯�Æ�«õµN«°Á¾¬Y¯�½#¶iÀm±\¬�¶^³"±Y¶:+M¿°¶^«°È�¶^±0³°·\¶�±Y¶^«�¬�¶�Áö¯�« )�¯�×�¿°·Y¶ �Â���G� ªmÓ¬�®?¶c¬�¯²½Õ¶
À�±\¬Y¶�³�±Y¶:+M¿°¶^«°È�¶^±�±Y¶�¶^½ µtº²¯²¬\¬�º�¶B¸�¯²×G×Gº²»�Ç-¬Y®°¯�±8¯�±8Ô;¶^È�µ�¿°±\¶c¬�®?¶c¬�¯²½Õ¶
À�±\¬Y¶�³°±6ÓsÆG·R¬�®°¯²±8¬�Æ�º�¶�·Yµ�«°È^¶µ�·\¶p+k¿?¯²¬�¶tº~µ�·\×G¶�È�Æ�½Õ³PµN·Y¶�Á�¬YÆ)¬�®°¶�³u¶�·\¯�ÆkÁ�Æ�Ó6¬�®°¶�ÆG±\È�¯²º�º~µ-¬�¯�Æ�«°± �C� ±(«°ÆN¬�¶�Á�Ôu¶^ÓsÆG·\¶�Ç?¬Y®°¶�¬�¯²½Õ¶
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� æ#µN¬�¬�¸cÆÕÁ°¯��;¶�·\¶�«�¬q¬�¯�½#¶�± �EÖ ®?¶.·Y¶�µ�È^¬Y¯�ÆG«�Ós·\ÆG«�¬t³°·\ÆG³Pµ�×GµN¬�¶^±�¬YÆ#¬Y®°¶�·Y¯�×�®M¬�Ç�µ�«°Á´±YÆ�Á?Æ#¬Y®°¶�¬Y¯�½#¶iÀ±\¬Y¶�³°±^Ç�¯�«õ¬Y®°¶�±\¶�«°±\¶�¬�®PµN¬�¬�®°¶^±Y¶�µ�·\¶�±\½�µ�º²º�ÆG«°º²»õµN¬�¬�®°¶ÕÓs·YÆG«�¬ � Ø�¿?¬�±\¯�Á°¶�ÆNÓ(¬�®°¶Õ·Y¶�µNÈ^¬�¯²ÆG«öÓs·\ÆG«�¬¬�®?¶�¬�¯�½#¶iÀm±\¬Y¶�³°±(µN·Y¶�º�µ�·Y×G¶tµ�«°Á�·Y¶�µ�Èv®�±YÆG½#¶�³°·\¶iÀmÁ°¶^óP«?¶�Á�½�µ-úÂ¯²½0¿°½ º�¶iÃG¶�ºWÇ°¯�«Õ¬�®°¯²±�È�µ�±\¶�ü�������à -Â�É Ö ®?¶0¯�«°Á?¯²Ãk¯�Á°¿°µ�º ) ¶^¸(¬YÆG«ÂÀm±YÈ�µNº�¯�«?×�½Õµ�Å�¶�¬�¯�½#¶iÀm±\¬Y¶�³°±tµ�±tº�µ�·Y×G¶�µ�±t¬Y®°¯�±ù³;Æ�±Y±Y¯²Ô°º�¶ � Ì - ¶�¶ )�¯�×G¿?·Y¶ �°�ÓsÆG·�µ)±Y³°µ�È�¶
Àm¬�¯²½Õ¶�³?º�Æ�¬�Æ�Ó6¬�®?¶�±\ÆGº�¿Â¬�¯�Æ�«�µ�«°Á�¬�®°¶�¬�¯²½Õ¶
À�±I¬�¶�³?± �ª�« )�¯²×G¿°·\¶ �	� ¯�±�µN«°Æ�¬�®?¶�·ùÃk¯²¶^¸�Æ�ÓB¬Y®°¶.¬�¯²½Õ¶
À�±I¬�¶�³?± �qÖ ®°¶�±\¶Êµ�·Y¶�¬�®°¶.¬Y¯�½#¶iÀm±\¬�¶^³°±ùÓsÆ�·ùÆG«?¶0Æ�ÓB¬�®?¶¬�¸EÆ´±\³;¶^È�¯�¶^±.µ-¬�µ�±\³;¶^È�¯�óPÈÊº�ÆkÈ�µN¬Y¯�ÆG« ¸�¯�¬�®°¯²« ¬�®°¶ÊÁ°ÆG½Õµ�¯²«"µ�±�Ós¿°«°È^¬Y¯�ÆG«"Æ�ÓU¬�¯²½Õ¶ �0Ö ®°¶)¬�¯²½Õ¶
À�±I¬�¶�³?±µ�·\¶ùÈ^º�¶�µN·Yº²»Êº²ÆÂÈ�µ�º�¯²ñ�¶^Á#¯²«ÕÔuÆ�¬Y®�±Y³°µ�È�¶�µN«°ÁÕ¬Y¯�½#¶ � Ésª�«�½0¿°Èv®Õ¬�®°¶ù±�µ�½#¶q¸cµ�»#±Y¯�«?È�¶ù¬Y®°¶t±\ÆGº�¿Â¬�¯�Æ�«Õ®PµN±µÕ¸cµ�ÃG¶iÀmº�¯²Å�¶)Ôu¶�®Pµ�Ãk¯�ÆG¿?· � Ì3ª�« ¬Y®°¯�±qóP×G¿°·\¶0¸c¶0µ�º�±\Æ�³°º�ÆN¬t¬�®?¶0È�ÆG·\·Y¶^±Y³uÆG«°Á°¯²«°×�·Y¶^±Y¯�Á?¿Pµ�º8µ�±tÓs¿°«°Èi¬�¯²ÆG«Æ�Ó;¬�¯�½#¶ � ��¶�¶�³?¯�«°×�¯�«#½Õ¯²«°Á#¬Y®PµN¬�¬�®?¶ù³°º²Æ�¬U¯�±Uº�ÆG×Gµ�·Y¯�¬�®°½#¯�ÈU¸c¶ù±Y¶�¶q¬�®Pµ-¬U¬Y®°¶t·\¶�±\¯�Á°¿PµNºu¯²±BÃG¶�·I»#±Y½Õµ�º�ºÆG¿?¬Y±Y¯²Á°¶�¬�®°¶1·Y¶�µ�È^¬Y¯�ÆG«�Ós·\ÆG«�¬�ÇP±\Æ#¬Y®PµN¬�ÆG¿?¬Y±Y¯²Á°¶�¬�®°¶�Ós·YÆ�«M¬(¬Y®°¶�¬�¯²½Õ¶
À�±\¬Y¶�³°±�µN·Y¶1º~µ�·\×G¶ �
� ���G� $ � ��� ��#�� ��� � �
� ���&	  '�ôö¶#µ�º²±YÆ�¯�«°È^º�¿°Á?¶Êµ�³?º�Æ�¬�ÆNÓc±\ÆG½Õ¶ÊÁ°¯���¶^·Y¶^«M¬1±I¬vµ�Ô?¯�º�¯�¬�»´ÓZµNÈ^¬�Æ�·Y±�ÓsÆG·�¬�®?¶³°·\ÆGÔ°º�¶^½ ��Ö ®°¶�±\¶0µ�·\¶�Á°¶^óP«?¶�Á µN±�ÓsÆ�º�º�Æ+¸�±^Ç
É0) � Ì � �ø ÉsçtÌ à � � øaÉZæ�Ì � ã

� �ø ÉsçtÌ à % �è � � � > � 
ø É©ß\Ì � �Gß
ã
� �ø ÉsçtÌ à % �è � � ø�ÉWæ�Ì � �Gß
ã
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 ù±\¯�«°× ) ¶^¸(¬�Æ�«��w±q±Y¶^È�ÆG«?Á%º~µ�¸1Ç?¸E¶1½ÕÆkÁ°¶^º�¬�®°¶1±I»Â±I¬�¶^½ Ô�»

É0) � Ì #$ % ��ø��� ø à ü�É � ø 8 � þ � øZÌ�þ ü � øfã �8à � ã
��ø��� ø à ü�É � ø 8 � þ � øZÌ�þ ü�É � ø;þ � ø�� � Ìiã � � � � ��ã
��ø��� ø à þtü�É � øuþ � ø�� � Ì
ã �8à ��ã¸�®°¶^·Y¶ � øaÉsß\Ì�¯�±�¬�®°¶�³uÆG±Y¯�¬�¯�Æ�«�ÆNÓA½Õµ�±Y±���øAµ-¬q¬Y¯�½#¶�ß ��Ö ®°¶�±\¶0¶:+M¿Pµ-¬�¯�Æ�«°±ùÈ�µ�«%Ôu¶1¸�·Y¯²¬\¬�¶^«%µ�±ùµ � �óP·\±\¬qÆG·YÁ?¶�·�±\»k±\¬Y¶�½ Æ�Ó6¬�®?¶1ÓsÆ�·Y½ ÝÞ à â �ôõ¶�µN±Y±Y¿?½Õ¶�¬�®°µN¬É0) )�Ì ��ø�à � � � ø�� � 
 ãÓsÆG·U±YÆG½#¶ �%ò �G� � ¶�º~µ-¬�¯�«?×1¬Y®°¶t½Õµ�±\±Y¶�±U¬�Æ�¬�®°¶qÓs·Y¶:+M¿°¶^«°È^»��åÆ�Ó�¬�®°¶qÆG±YÈ^¯�º²º~µN¬Y¯�«°×�½#Æ�¬�¯²ÆG«°±B¸E¶�®Pµ�ÃG¶NÇ±YÆ�½Õ¶i¸�®PµN¬Ê±Y¯²½Õ³?º�¯²ó°¶�Á�Ç�� à � ü � �¾Ç�±\Æ"¬Y®PµN¬0¸�¯�¬�®Î¶ � × � �Ðà � Ç�¬Y®°¶�Ós·Y¶,+M¿°¶�«°Èi»åÆ�Óq±Y®°Æ�¿°º�ÁåÔu¶Á°ÆG¿?Ô°º�¶^Á�ÓsÆG·c¶iÃG¶�·I»�½Õµ�±Y±�µ�±c¸E¶�½ÕÆ+Ã�¶tÓs·YÆG½ ¬�®?¶�º�¶iÓ©¬c¬�Æ�¬�®°¶�·\¯�×G®�¬ �AÖ Æ)Æ�Ô?¬vµ�¯²«�º�µ�·Y×G¶^·c±I»Â±I¬�¶^½Õ±�¸E¶·Y¶^³;¶�µN¬q³;¶^·Y¯²ÆÂÁ°¯²È�µ�º²º²»�Çk±\¶^¬\¬�¯�«?×É0) � Ì ��ø�à � � ���	� � ø�� � ÿ 
 
 ãÓsÆG·(±\ÆG½Õ¶ � � � � )�Æ�·(¶iú?µ�½#³°º�¶NÇ°¯²Ó � à � æGæÊµ�«?Á �´à � æ?Ç?¸E¶�®Pµ�Ã�¶É0) - Ì  ��ø # íø � � à  � ã � � � ã������
ã � ����� ã����J��ã � ã � � � ã��J���
ã ��� # �ôõ¶t¸�¯�º²º�µ�º²±YÆ0È^ÆG«°±\¯�Á°¶^·(µ0±\»k±\¬Y¶�½ È^ÆG«°±\¯�±\¬Y¯�«°×.Æ�ÓRÆG«°¶�±\½�µ�º²º�½�µ�±\±(µ�«°Á�½Õµ�«�»Õº~µ�·\×G¶�·E½�µ�±\±Y¶^± � ª�«¬�®?¯�±qÈ�µ�±\¶�¬�®?¶.Á?»k«Pµ�½#¯�È^±ùÆNÓA¬�®°¶�±\»k±I¬�¶�½ ¸�¯�º²º|Ô;¶�È�ÆG½#³°º²¶^¬�¶^º²»�Á?ÆG½Õ¯²«PµN¬Y¶�Á�ÔM»�¬Y®°¶.±\½�µ�º²º�¶^±\¬q½�µN±Y± �ôõ¶%¶iúÂ³u¶�Èi¬�¬�®°¶%½0¿°º²¬Y¯�À�µ�ÁPµ�³?¬Y¯²Ã�¶�½Õ¶i¬�®°ÆkÁÛ¬YÆ¹³;¶^·\ÓsÆG·\½ ³Pµ�·\¬Y¯�È^¿°º~µ�·\º²»õ¸c¶^º�ºqÆG« ±Y¿?Èv®µö³°·YÆ�Ô°º�¶^½´Ç¿°±\¯�«°×Ê±Y½Õµ�º²º�¬�¯²½Õ¶
À�±\¬Y¶�³°±(Æ�«°º²»ÕÓsÆG·�¬�®°¶1±\½�µ�º²º�¶^±\¬(½Õµ�±Y± �
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�?���G� � �"� ���#0! ��� ��� 'tôõ¶�«°Æ+¸ Èv®°ÆkÆG±\¶ � à )¾µ�«°Á ±YÆGº�ÃG¶�ÓsÆG·0ç à � æ � )PÆG·0¬�®?¯�±Ê±\»k±\¬Y¶�½ï¬�®?¶Á°¯���¶^·Y¶�«?È�¶¾¯�« ±YÈ�µNº�¶�±�Ôu¶^¬�¸E¶�¶�«Í¬�®°¶"óP«°¶^±\¬ ±\È�µ�º²¶¾µ�«°ÁÍ¬Y®°¶¾È�Æ�µ�·\±Y¶^±\¬´±YÈ�µNº�¶"¯�±�·YÆ�¿°×G®°º�»µåÓZµNÈ^¬�Æ�·
� ) � 	 ��� æ �AÖ ®°¶ùº~µ�·\×G¶(Á°¯��;¶�·\¶�«°È^¶t¯²«Õ±\È�µ�º²¶�±c¯²±�¶^Ãk¯�Á°¶^«�¬�¯�« )�¯²×G¿°·Y¶ �%-k� ªm¬c¯²±cµNº�±YÆ�Á°¯²·Y¶�Èi¬�º�»)¶^Ãk¯�Á?¶�«�¬¯�«h)�¯²×G¿°·\¶ �
� Ç°¸�®°¶^·Y¶�¸E¶�³°º²Æ�¬�¬Y®°¶1½0¿°º²¬Y¯�À�µ�ÁPµ�³?¬Y¯²Ã�¶ù¬�¯²½Õ¶
À�±I¬�¶�³?±�ÓsÆ�·�¬�®°¶1Á°¯���¶^·Y¶�«�¬�È^ÆG½Õ³uÆG«°¶^«�¬�± �ª�Á°¶�µ�º�º�»t¸E¶U¸EÆG¿°º²Á�º²¯�ÅN¶A¬�Æq±Y¶�¶�¬�®°µN¬R¬�®°¶�±Y¯²ñ�¶�Æ�Ók¬�®°¶�¬�¯²½Õ¶
À�±I¬�¶�³?±|Æ�Ó°µ�È�Æ�½Õ³uÆG«°¶^«M¬6±\®°ÆG¿°º²Á�³°·\¶�È^¯�±Y¶^º²»·Y¶ �P¶�Èi¬1¬�®°¶)Ós·Y¶,+M¿°¶�«°Èi»3ÓsÆG·�¬�®°µN¬1È�ÆG½#³uÆG«°¶�«�¬ �0Ö Æ�±Y¶^¶)¬�®PµN¬�¬Y®°¯�±�¯²±�¬�®°¶)È�µ�±Y¶NÇ6¬Y®PµN¬�¬Y®°¶)·Y¶^±Y¯�Á?¿Pµ�º�ÀÔPµ�±\¶�Á3¬�¯²½Õ¶
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