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Göteborg, November 2002



Explicit time-stepping for stiff ODEs
Kenneth Eriksson, Claes Johnson and Anders Logg
NO 2002–07
ISSN 1404–4382

Chalmers Finite Element Center
Chalmers University of Technology
SE–412 96 Göteborg
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�~¦Á���¡��¤���¦Á©A £«�³Í¬® ¡¦Á�"�Y¬~��©Ù¢� £�¡�2�P�?¨H�Ó¬~¥æÅ+�Ó�~¦Á���£�%��«�¥HÀ�³H�Ù¬~¥æ¦Á�9¬®���Ö¬~���Ó¤¾É¾«���¦Á ¡����¥�Ë��� ¡³H��«¾½
¦"¥¾¤�������¥H²Y²~���~©'¥H«�¤� ¡«�³Ï¬~¥Í����²Y³H�¼�� ¡³H��«}¨9���£ÀA����Ç�¢��� ¡���Ñ ¡��«�¥�¬��~ÀA ¡¬��9Å��£�ºË0¥H²�¤���¦Á©A £«�³��� £³H��«�¦Á¥=¤����
��¥�²~²~���~©'¥H«�¤� ¡«�³¼¬®¥"¦Á��¤� £ÀA¦ �~ ¡Ú���¤Ê�� £³H��«N¨9���¡À���� �
ÜÑ���Y©+����À��£�9¬®��¬®���9¬��~ £¦" £�£��²(¬~������«A £¿NÀ����F¦Ó�?É¼Å'��À��~��¤����¡�~¥�¬®¥��Y¬��9Å� £�¡ £�~�^¦ºÀ��¡¬~ µ½x³H²~ ¡¤º�~¦"¥¾¥9¬®����²~� �

ë �.-0/�1Ö�!132
�41356�!6������(�
ÜÑ����¥H«��Y £¤���²�äP²~�J¬�¬~���87:9�;<7=9?>�@�AB7DCFEHGI+$J6 ¡«�¤LKM+'à ±,NPO ÆRQTS��~À����Ï¬®�P�5¬

UK)ÂWVYÆ�XÔéIK6ÂWVYÆZY ± Ë0¥H²[V�ê ±,N
K(Â ± ÆZY\K3] NÂWë �¡� Æ

¢�����²~��é-ê ± ��«�¤^K ]  ¡�C�È³H µ¨H��«º £«� µ¬® £���}��¥H«A¤� ¡¬~ £¥H« � �������Y¥H�£À¾¬® £¥�«� ¡�6³H µ¨H��«TÅNÉ0K(Â_VYÆZY��`Ð¾©)ÂJìÈéIVYÆ:K ] �
ÜÑ�Ó¤���äP«��Ó¬~���M7D`aABG,;<CF9<GI7^���cbdV�ê ± +6éIV8egf8h�¢� µ¬®�if �-¦"¥=¤���²~�9¬®�"��¥H«A�Y¬��9«N¬ � ¶�ÀA¬~�~ £¤A�Á¬®�A�
¬®²~��«��Y £��«}¬.K(Â_VYÆZYÕ�`Ð¾©)ÂJìÈéIVYÆ:K ] ¢� £�¡�;Å'���~¦Á���£� �
�����8CWjlk�mnCFo<CW7Rp�@�m�9<`qj#9<7WrIE�s�Ë0¥H²�¬~����¬®���Y¬���¿NÀP�9¬~ £¥H«�¬��9Ò�����¬®�A��Ë0¥�²~¦

t.uvXÔî u é�tvu0YwtvuHx ' N ¬®�P�9¬� ¡�ltvuyY Â � XÔî u é+Æzx ' t.u�x '<{
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���� ¡��¦"��¬~��¥¾¤Ñ £��À�«���¥H«�¤� µ¬® ¡¥H«P���¡�¡ÉÊ�Y¬��9Å��£�-ÂkÃ�½Ä�Y¬®��Å��¡�
Æ���«�¤Ù����«ÖÅ'�"À��~��¤Ö¢� ¡¬~�Ñ¬® ¡¦Á�¼�J¬®��©���î u ¥�Ë��²YÅ� ¡¬~²®��²JÉÙ�~ ¡Ú�� � ñ « ¬®�A�Ï�JÉ=�Y¬®��¦ �?���Y�Í¬~���Ï £¦"©��£ ¡�� ¡¬�¹%À��¡��²�¦Á��¬®��¥=¤ ²~��¿=ÀA £²~���"¬~���Í�~¥H�¡ÀA¬® ¡¥H«ª¥�ËÈ�
�YÉ=�J¬®��¦ ¥�Ë(��¿NÀP�5¬® £¥�«�� �
Ý� ¡¨H��«Ù�Í¬®¥H�¡��²®�9«����"��¶��Ûê ± Ë0¥H²�¬®���"��²Y²~¥H²�Ç(¬~���Á¬~ £¦"�"�J¬®��© îmÂ_VYÆ��9¬�¬® ¡¦Á� V� £«�¬®�A�Ó £¦"©��¡ £�� µ¬
¹%À��£��²�¦Á��¬®��¥=¤Í�~��¥�À��£¤ÏÅ+������¥��~��«-������¥H²~¤A £«�³¼¬®¥

îmÂ_VYÆ�� UK(Â_VYÆ���Y���¶�� N
¬®���9¬� £�

îmÂWVYÆZY ��Ð¾©)ÂZéIVYÆé ��¶�� {
������¬®¥�¬®���m«NÀ�¦ºÅ'��²�¥�Ë)¬® ¡¦Á�È�Y¬®��©���¥3¨���²�¬®�A��¬~ £¦"�� £«}¬®��²Y¨9���2à ±,N���ã  ¡��¬®����«

���
] �

V
îmÂ_VYÆ ò Âk��¶��)Æ�x ' N

 £«A¤���©'��«�¤A��«}¬È¥9Ë � ��«�¤-é��
������9���k�mnCFo<CW7Rp�@�m�9<`qj#9<7WrIE�s�Ë0¥H²�¬~����¬®���Y¬���¿NÀP�9¬~ £¥H«Í²~����¤��

t u Y ìÈî u é�t u�x ' X t u�x ' Y Â � ì î u é+Æzt u�x ' {
���� ¡��¦"��¬~��¥¾¤ £����¥H«�¤� µ¬® £¥�«P���£�µÉ-�J¬���ÅA�£�"��«�¤Ñ²~��¿NÀ� ¡²~����¬®���9¬Tî u é eíë¾ÇR¢��� £���Ö¥HÀA¬®�Y £¤��¼¬~²®��«��Y £��«N¬~� £��¬®¥=¥"²~���J¬®²Y £��¬~ ¡¨�� � ÜÑ��¦Á�?É�¨¾ ¡��¢ ��«Ê��Ð¾©��¡ £�� µ¬�¹%À��£��²��J¬®��©æ���È�9«æ��©�©A²~¥?Ð¾ £¦Á�9¬® ¡¥H«�¬®¥��9«- £¦"©��¡ £�� µ¬
¹%À��£��²��Y¬~��©mÇ�¢�����²Y��¬~������Ð¾©��¡ £�� ¡¬�¹%À��¡��²��J¬®��©å¤�¥=����«A¥�¬Í²~��¿=ÀA £²~�æ¬~�����~¥��£ÀA¬~ £¥H«·¥9ËT�ª�JÉ¾�J¬®��¦ ¥�Ë
��¿NÀP�5¬® £¥�«�� ���¥
¢Õ�£��¬�çèÅ+���¼���9²~³H��¬® £¦"�È�J¬®��©Ê�~�9¬® ¡�YË�É= £«�³ºç�é-êåëº��«�¤Í�£��¬�î��¼�~¦Á���£�w¬® ¡¦Á���Y¬~��©Ï����¥H�~��«Ê�Y¥
¬®���9¬�î�é-ïåë ��� ¥�«��~ ¡¤���²�¬®�A��¦"��¬~��¥=¤
ÂWë � ëHÆ t.uyY Â � ì î�é'Æ! �Â � ìªç�é'Æ�t.uHx ' N
��¥�²~²~���~©'¥H«�¤� ¡«�³Ù¬®¥ ¥H«A����Ð¾©��£ ¡�� µ¬�¹%À��£��²��Y¬~��©å¢� ¡¬~�ð����²Y³H�Ê¬~ £¦"�-�Y¬~��©Õç ��«�¤#" �`Ð¾©��£ ¡�� ¡¬�¹%À��£��²
�Y¬~��©���¢� ¡¬~�Ê�Y¦Ó�9�£�;¬~ £¦"���Y¬~��©���î+Ç�¢�����²Y�$"  £����©+¥H�Y ¡¬~ ¡¨H�� ¡«}¬®��³���²�¬®¥"Å+��¤���¬®��²~¦" £«���¤ � Ã��¡¬~¥H³H��¬~����²
¬®�A £����¥H²Y²~���~©'¥H«�¤���¬®¥æ��¬® ¡¦Á���J¬®��©Ñ¥�Ë��Y £Ú���î u Y ç X#"Ïî � ¸���äP«A £«�³Í¬®���"©'¥H�¡É=«�¥H¦" ��9�(Ë0À�«���¬® ¡¥H«% Â�&+Æ Y Â � ì�'(&+Æ  Â � ì)&+Æ�Ç�¢�����²~�*' Y +, ÇA¢F������«Í¢�²~ ¡¬~��¬®����¦"��¬~��¥¾¤ÑÂZë � ë�Æ^ £«�¬®����Ë0¥H²Y¦

t u Y % Âkç�é+Æzt u�x ' {
ÜÑ��«A¥3¢ �~����Ò�¬®¥"����¥=¥H�~��" �~¥�¬®�P�9¬ � % ÂZç�é'Æ-� e �%N
¢��� ¡���Ê ¡��«�����¤���¤ÏË0¥H²��Y¬®��Å� £�¡ ¡¬ÄÉ � ÜÖ��«�����¤Ï¬®¥��®�9¬~ £�JË�É

� � ì îAé.�  �Âkç�éÁì � Æ e �%N
¬®���9¬� £�

ÂWë �0/ Æ "21 �£¥H³wÂkç�éÓì � Æìæ�¡¥H³�� � ì î�é3� ò �£¥H³wÂkç�é+Æ4 N

¢� ¡¬~� 4 Y î�éæ�¼¦"¥¾¤���²®�9¬~����¥H«A�Y¬��9«N¬�ÇPË0¥H²�¤���ä�«� ¡¬~��«����~� 4 Y �-5 ë �
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ÜÑ����¥H«����¡À�¤���¬®�P�5¬ " ¢� ¡�£�mÅ'��¿=ÀA ¡¬®���~¦Á���¡�R��«�¤-¥�«��¡ÉÍ�"�~¦Á���£�+Ë0²®����¬® £¥�«Ê¥�Ë(¬®����¬®¥9¬�����¬® ¡¦Á��¢� ¡�£�
Å'���Y©+��«}¬�¥�«Ï¬~ £¦"��½Ä�J¬®��©�©� £«A³º¢� ¡¬®��¬~�����~¦Á���£�'¬® £¦"���Y¬~��©-î � �(¥��Y����¬®�� ¡��Ç�¤���äP«���¬®����o�Ed;<7��9�

� Y � X "
çgXÔî	" � Â ��5 ç N?�-5 îAÆ N

  � � � ¬~����«NÀ�¦ºÅ'��²�¥�Ë)¬® £¦"���J¬®��©A��©'��²�À�«� µ¬� £«}¬®��²Y¨9��� � �����������9�~�~ ¡�?���;�Y¬��9Å� £�¡ ¡¬ÄÉÓ��«P���µÉ¾�Y £��³� ¡¨H���
ÂWë ��� Æ � Y �-5 îcY é 5 ë N
¢� ¡¬~�Ï��¦Á�5Ð¾ £¦TÀ�¦ ¬~ £¦"���Y¬~��©-î YÛë 5 é �2Î �~ ¡«�³ÊÂWë � / ÆF¢F�� ¡«��Y¬~�?��¤ÍäP«�¤
ÂWë �|° Æ � ò

� X �£¥H³wÂkç�é+Æ 5 4
çgX �£¥�³wÂZç�é'Æ 5 é ò é 4 �£¥H³PÂZç�é'Æ 5 Âkç�é+Æ�� é 5 4 N

Ë0¥H²�ç�é�� �H� ��������¥H�J¬� £��¬®�NÀ���¤�����²~�����~��¤-Å}É�¬®�A����¥H�Y¬�²Y��¤�À���¬® ¡¥H«�Ëk����¬~¥H²
ëC�£¥H³�ÂZç�é'Æ
4 ç�é 	

�¡¥H³wÂkç�é+Æ
ç�é N

¢��� ¡���Ê����«ÊÅ'��¿NÀ� ¡¬~���~ £³�«� ¡äP����«}¬�Ë0¥H²����9²~³H��¨9���¡À�����¥�Ë6ç�é �� ��¥=¥H�~ ¡«�³�¬®�����Y¦Ó���¡�(¬~ £¦"�º�Y¬~��©ªî���«A¤¬~����«=ÀA¦ºÅ+��²�¥�Ë^�Y¦Ó�9�£�(¬~ £¦"�¼�Y¬~��©��*" ��¥H²~²Y���Y©+¥H«A¤���¬~¥
©'¥H�~ µ¬® £¥�«� £«�³�¬®�A��Ú���²Y¥H��¥�ËR¬~����©'¥H�¡É=«�¥H¦" ��9� % �%ñ «à � ë ã ��Ð¾©��¡ £�� ¡¬F¦Á��¬®��¥=¤��^¢� µ¬®����Ð=¬~��«�¤���¤Ê�J¬���ÅA £�£ µ¬ÄÉ
²~��³H £¥�«��R��²~�2��¥H«��Y¬~²~À���¬®��¤TÀ��Y £«�³��~�A ¡Ë�¬®��¤ � �A��Å}É=�~����¨T©'¥H�¡É=«�¥�¦Á £���£��Ç
��«�¤�¬®�A��²Y���YÀ��¡¬~ £«�³�©'¥H�¡É=«�¥H¦" ��9�£�
�P�?¨H���~ ¡¦Á ¡����²Y ¡¬~ £���%¢� µ¬®��¬®����©'¥H�¡É=«�¥�¦Á £��� % ��¥�«��Y¬~²~À���¬®��¤-��Å'¥3¨�� �

/A�v-0/�1�!1323� 2�
 2
�!1�
ÜÑ����¥H«��Y £¤���²�«�¥
¢Û¬®���87 9�;<7$;��d;<7 9<j +$J6 £«�¤LK +'à ±,N�O ÆZQTS �YÀ����Ê¬~�P�9¬

UK)Â_VYÆ�X��lK(Â_VYÆZY ± Ë0¥H²[V^ê ±,N
K(Â ± ÆZY K3] NÂ /¾�¡� Æ

¢�����²~��� Y�¤A ���³'ÂZé���Æ2 ¡�^�T¤A ���³H¥�«P�������� ¦Ó�9¬~²~ eÐ¼¢� ¡¬~�Ó¤� £��³H¥H«P�9�'���£��¦Á��«N¬~� ± e�é ' e { { { e�é� �
�����8CWjlk�mnCFo<CW7Rp�@�m�9<`qj#9<7WrIE�s�Ë0¥H²�¬~����¬®���Y¬��YÉ=�Y¬~��¦Ì¬��9Ò�����¬®�A��Ë0¥�²~¦

tvu XÔî u �qt.u^Ywt.u�x ' N ¬®�P�5¬� £� t.uyY Â�� XÔî u ��Æ�x ' tvuHx '<{
���� ¡��¦"��¬~��¥¾¤Ñ £��À�«���¥H«�¤� µ¬® ¡¥H«P���¡�¡ÉÊ�Y¬��9Å��£�-ÂkÃ�½Ä�Y¬®��Å��¡�
Æ���«�¤Ù����«ÖÅ'�"À��~��¤Ö¢� ¡¬~�Ñ¬® ¡¦Á�¼�J¬®��©���î u ¥�Ë��²YÅ� ¡¬~²®��²JÉ��~ ¡Ú�� �
������9���k�mnCFo<CW7Rp�@�m�9<`qj#9<7WrIE�s�Ë0¥H²�¬~����¬®���Y¬��YÉ=�Y¬~��¦ ²~����¤��

t.u^Y ì�î u � t.u�x ' X t.uHx ' Y Â��Tì î u ��Æ�t.uHx '<{
���� ¡��¦"��¬~��¥¾¤Ê £����¥�«�¤� ¡¬~ £¥H«����£�µÉ��Y¬®��Å��¡���9«�¤æ²~��¿NÀ� £²Y����¬~�P�9¬Èî u é� e ë¾Çw¢��� £���Ê¥HÀA¬~�~ £¤A��¬~²®��«��Y £��«N¬~�
 £��¬~¥¾¥�²Y���Y¬~²~ ¡��¬® µ¨H� �����¬�«�¥
¢ ç Å'���"�£��²~³H��¬~ £¦"���Y¬®��©-�~�9¬® ¡�YË�É= £«�³Áç�é��ê�ë���«�¤Ê�£��¬ÈîÍ�"�Y¦Ó�9�£�m¬® ¡¦Á���J¬®��©-����¥H�Y��«
�~¥�¬®���9¬�î�é�·ïåë¾ÇAË0¥H²�¤A��äP«� µ¬®��«����Y��î�é�4Y 4 Y �-5 ë ��� ¥H«A�~ £¤A��²�¬®����¦"��¬~��¥¾¤
Â /¾� ëHÆ t.uyY Â��Tì î���Æ! �Â���ìªç���Æzt.u�x ' N
��¥�²~²~���~©'¥H«�¤� ¡«�³�¬~¥T¥H«A�È��Ð¾©��¡ £�� ¡¬F¹%À��£��²F�J¬®��©Á¢� ¡¬®�Á����²Y³H��¬® ¡¦Á���Y¬~��©�çè�9«�¤ " �`ÐA©A�£ £�� ¡¬�¹%À��¡��²^�J¬®��©��
¢� ¡¬~���~¦Á���£�R¬® ¡¦Á���Y¬~��©���î+Ç+¢�����²Y� "  ¡����©+¥��~ ¡¬~ ¡¨��T £«}¬~��³H��²È¬®¥�Å'�¼¤���¬~��²Y¦Á ¡«���¤ � Ã��¡¬®¥�³H��¬~����²�¬®�� ¡�
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��¥�²~²~���~©'¥H«�¤���¬®¥"�º¬® ¡¦Á�È�Y¬®��©Ê¥9Ë6�Y £Ú���î u Y�çgX�"Ïî � Üå ¡¬~� % Â &+Æ$Y Â � ì)'(&+Æ  Â � ì)&+Æ��9��Å'��Ë0¥�²~��Ç
¢�����²~�$'yY +, Ç�¢F������«�¢�²~ ¡¬~��¬®����¦"��¬®�A¥¾¤ÑÂ /¾� ëHÆ^ ¡«�¬®����Ë0¥H²Y¦

t u Y % Âkç���Æ�t uHx ' {
ÜÑ��«A¥3¢ �~����Ò�¬®¥"����¥=¥H�~��" �~¥�¬®�P�9¬�Ë0¥�²�� Y �%N { { { N �ÑÇ

� % ÂZç�é �0Æ���e �
¢��� ¡���Ê ¡��«�����¤���¤ÏË0¥H²��Y¬®��Å� £�¡ ¡¬ÄÉ �Cñ «Ê©���²Y¬~ £��ÀA����²^¢F��«�����¤Ê¬~¥"�~�9¬® ¡�YË�É

� � ì î�é ���  Âkç�é��wì � Æ e �BN
Ë0¥H²����¡���C¢� ¡¬~�-ç�é �Rêåë¾Ç¾¬®�P�9¬� ¡�

" 1 �¡¥H³wÂZç�é �wì � Æìæ�£¥H³�� � ì î�é���� ò ç î �£¥H³wÂkç�é��wì � Æç�é � {

�(��ÒN £«�³¼¬®�A��¦" £«A £¦ºÀ�¦ ¨9���¡À���¥�Ë3" Ë0¥H²�¬~����¢^¥H²Y�Y¬J½Ä�?�9�~�Té��WÇ�¢^��äP«�¤
" òÛç 5 / î {

ÜÑ�"��¥H«����£À�¤���¬®���9¬�"ÏîÑò ç 5 / ��«�¤¥H«��¼Ë0¥HÀ�²J¬®�¥�Ë^¬~���¼¬® £¦"�º¢F�"¢� ¡�£�6«A����¤¬®¥ÏÀ��~�"�~¦Á���¡�(¬® ¡¦Á�
�Y¬~��©�� � ���A����¥H�Y¬�²Y��¤�À���¬® ¡¥H«ÏËk�9��¬®¥�²� £��«�¥
¢Û«A¥�¬��~¦Á���£�¡��²F¬~�P��«

�
é � 5 ë ò ë 4

îqX�"Ïî
ç X "Ïî ò � {

���� ¡�� £«���»Á�� £��«���É���¥H¦"����Ë0²~¥H¦í¬®����Ëk����¬�¬®�P�5¬�î�é��R¦Á�?É�Å'���~¦Á���£�ZÇA���µ¬®��¥�À�³H�Íç�é � � ë¾Çw��«A¤Í¬~�NÀ��
���¡�~¥Ó¬~���¼¤P��¦"©� £«A³�¥�Ë2¬®���ºËk�9��¬®¥�² � ìÔî�é � � ���� £��¬ÄÉ=©� ¡�?���¡�¡ÉÏ�P��©�©'��«A��¢�����«�¢^�¼���
¨��"��²®��«�³��º¥�Ë
�� ¡³H��«}¨9���¡À����� £«æ�Á����²Y³H�� ¡«}¬®��²J¨9��� ��ñ Ë2��¥
¢F��¨H��²�¢^�T�P�?¨H�º¥H«A�¡ÉÊ�Á��¥HÀ�©��¡�T¥�Ë2�£��²~³H���� £³H��«N¨9���¡À�����Ç;�~�
É
ç�é� 1åç�é � x ' � ë¾ÇA¢��� ¡�£��ç�é ��e�ëTË0¥H²��$e �Ç�¢^��«�����¤

"�� ç î
�£¥�³wÂZç�é� x ' Æç�é � x '

N

��«�¤Í¬®�NÀ�� "Ïî"ò�ç �¡¥H³wÂkç�é � x ' Æ 5 Âkç�é � x ' Æ�ÇA¢��A £���Ï³H ¡¨������"��¥H�Y¬�²Y��¤�À���¬® ¡¥H«�Ëk����¬~¥H²�¥�Ë
�
é � 5 ë ò ëC�£¥H³�ÂZç�é� x ' Æ4 ç�é� x ' 	

�£¥�³wÂZç�é� x ' Æç�é � x '
N
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 5¾¥��£ÀA¬~ £¥H«Í��«A¤Ï¬~ £¦"���Y¬~��©-�Y��¿NÀ���«�����Ë0¥H²���¿ � ÂZâ � â}Æ`Ç � 5 � ] ò�ë 5 /A�
ÜÑ��¬��9Ò��  Y �
±H±H± ��«�¤��~¥��¡¨H��¥H«-¬~���T ¡«N¬~��²J¨��9��à ±,N?�
±5ã ¢� µ¬®�æ ¡«� ¡¬~ ����;��¥H«�¤A ¡¬® ¡¥H«MK ] Y ÂWë N�± Æ � �����
¬® ¡¦Á�Ï�Y¬~��©å�~��¿NÀ���«�����Å+���P�?¨H���Ï���Ó¤����Y £²~��¤·¢� ¡¬~�·¥H«��µÉÔ�Ñ�~¦Á���£��©+¥�²Y¬® ¡¥H«Ô¥9Ë�¬®���-¬~ £¦"�Ê�Y©+��«}¬Í¥H«
¬��9Ò= ¡«�³��~¦Á���¡�F¤P�9¦Á©� ¡«�³-�J¬®��©�� � ���A����¥H�J¬� £�º«�¥
¢ � ò � �}± ��«A¤Ù¬®������¥H�Y¬�²Y��¤�À���¬® ¡¥H«ªËk����¬~¥H²T ¡�
� 5 � ] ò �-5 á °=�
â �µ�
±A� � � 
 ��
 ��� 
 � � ����� ��� ��Ã��~©'���� £�����Y¬~ ¡´�©A²~¥HÅ��¡��¦  £��¬®�A��¥�«���½x¤� £¦"��«��Y £¥H«����;�����9¬���¿NÀP�9¬~ £¥H«�+

UK)Â�& N VYÆCì K�� �0Â�& N VYÆ$Y��CÂ & N VYÆ N & � Â ±,N?� Æ N VFê ±,NK(Â ± ÆZY\K(Â � ÆZY ±,N
K(Â � N VYÆZY ±,N

¢�����²~��¢^������¥=¥H�~� �CÂ�& N VYÆZY��CÂ�&+Æ2�9�2��«Ó�9©�©�²~¥?Ð¾ £¦Á�9¬~ £¥H«º¥9Ë+¬~����¸� £²®�9��¤����µ¬���Ë0À�«���¬® ¡¥H«"�9¬ &LY ± { °¾�
¸� £�Y��²Y��¬® ¡�~ ¡«�³¼ £«Í�~©������9Ç�¢^��¥HÅA¬®�� £«�¬®�A�T¶�¸�¹

UK(ÂWVYÆ!X �lK(ÂWVYÆ Y � N
K(Â ± ÆZY ±,NÂZâ �¡�
± Æ

¢�����²~� �  £�T¬~��� ;<7 C � G�9�;�;�jcAB7 `PC � � Üå µ¬®� ���~©P�5¬® ��9�^²~���~¥H�¡ÀA¬® ¡¥H«ª¥�Ë�� Y ± { ±A� Ç%¬®�A�Ï�� £³H��«}¨��9�£À����
¥�Ë � ��²Y�º¤� ¡�Y¬®²Y £Å�À¾¬®��¤� ¡«-¬®�A�¼ £«}¬®��²Y¨9����à ì � � �?± 	 N�±9ã Âk�Y���8J6 ¡³HÀ�²~� �
± Æ � JP¥H�¡�£¥
¢� £«A³"¬~���¼¤� £�Y��À��Y�~ ¡¥H«
 £«+5¾����¬® ¡¥H« / Ç)¢^�Á¬®����«Ù��Ð¾©'����¬T¬®¥æ�P�?¨���¥H«��µÉ�Ê¦"¥¾¤���²®�9¬~�Á²Y��¤�ÀA��¬® ¡¥H«ÑËk�9��¬®¥�²T�~ ¡«����"¬®����²~�Á £��«�¥
���¡�?��²��~��©P��²~�9¬® ¡¥H«� £«}¬~¥T���9²~³H����«�¤��Y¦Ó�9�£�w�� ¡³H��«}¨9���£ÀA��� � ��¥
¢^��¨H��²�ÇPÅ'���?�9À��~��¬~���È¤P�9¦Á©� ¡«�³T�J¬®��©�����²Y�
¦"¥H²~��©�²Y���� ¡�~��¬®�P��«-���~�YÀ�¦"��¤æ ¡«Ê¬®�A���Y £¦"©��£����«P�9�¡É=�~ ¡��¥9Ë 5¾����¬® ¡¥H« / Âk��¥H²~²Y���~©'¥H«�¤A £«�³"¬®¥ 4 Y ± { ¯�¯
²®�5¬®����²2¬~�P��« 4 Y ± { ° ÆC��«A¤Ó���¡�~¥�Å'���?�9À��~��¬®����¬® ¡¦Á�^�Y¬®��©Ó²Y��³HÀ��£�9¬® ¡¥H«¼¦"�����P��«A £�~¦ ³H ¡¨����F���Y��¿NÀ���«����
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 5¾¥H�¡ÀA¬® ¡¥H«Í��«�¤Í¬® ¡¦Á�È�Y¬®��©Ê�Y��¿NÀ���«�����Ë0¥H²���¿ � ÂZâ �j¯ Æ�Ç � 5 � ] ò ��5 á °¾�
¥�ËÈ¤� ¡´+��²Y��«}¬Á¬~ £¦"�Í�Y¬®��©��Ó²~�9¬®�A��²�¬®�P��«��YÀ��Y¬Á�~¦Á���¡��¬® £¦"���Y¬~��©���î ��«�¤ ����²Y³H��¬® ¡¦Á�Í�J¬®��©A��çÙÇ^¢F�
��²Y����Å��£��¬®¥Í¤�¥Í���£ µ¬~¬®�¡��Å'��¬Y¬®��² � ��������¥H�Y¬� ¡��«�¥
¢ � ò �}±H±�± ��«�¤�¬®�A�"��¥H�Y¬�²Y��¤�ÀA��¬® ¡¥H«�Ëk����¬~¥H²� ¡�
� 5 � ] ò �-5¾� á �
â �µ�H�H� � � ���m� ������� ��� ������
�� ���)¥��~��¥
¢ ¬®�P�9¬¼¬~����¦"��¬®�A¥¾¤Ù¢F¥H²~ÒN����¿NÀP�9�£�¡É¢F���£�FË0¥H²º«�¥H«=½Ä�Y¬~ ¡´
©�²Y¥HÅ��£��¦Á��ÇA¢F��äP«����£�µÉÓ��¥H«��~ ¡¤���²�¬~����Ë0¥H�£�¡¥3¢� ¡«�³º�Y £¦"©��£���JÉ=�Y¬®��¦ +

ÂZâ �¡�H� Æ � UK ' Y ° K � NUK � Y ì.K ' {
Üå ¡¬~�Ó ¡«� ¡¬~ �������¥H«�¤� µ¬® ¡¥H« K ] Y Â ±,N?� Æ`ÇN¬~���È�Y¥H�£À¾¬® £¥�«Á ¡��K(Â_VYÆ$Y Â 	 ° �Y £«�Â 	 ° VYÆ N ��¥��3Â 	 ° Æ~Æ � 5¾ £«A����¬®�� ¡�©�²Y¥HÅ��£��¦  £��«A¥H«¾½Ä�J¬® µ´�Â0Ë0¥H²�²Y�?���Y¥H«P��ÅA�£�¼¬®¥H�¡��²~��«�������Æ`Ç)¬~�����~¥H�µ¨H��²�«���¨H��²T«�����¤���¬®¥Í¬���Ò9�Ó�9«NÉæ�~¦Á���£�
¤P��¦"©� ¡«�³��Y¬~��©�����«�¤�¢F¥H²~ÒN���������Y¬��9«�¤P��²Y¤«A¥H«¾½Ä�J¬® µ´ª�
Ý�Â � ÆÈ�~¥H�µ¨H��²�¢� µ¬®��«�¥Í¥
¨H��²Y���?�9¤ � ���� £�� ¡�
���¡�~¥���¨= £¤A��«}¬^Ë0²Y¥H¦ ¬®�A��¬~ £¦"���Y¬~��©��Y��¿NÀ���«A����Â0�~���vJ6 ¡³HÀ�²~� �?± Æ6¢��� £���Á £�2����¥H�Y��«�¥H«A�¡ÉT¬~¥�¦Á�9¬~���Á¬®�A�
�~ ¡Ú���¥�Ë)¬®���ÁÂ0��¥H«}¬® ¡«NÀ�¥HÀ��®Æ�²Y���Y £¤�ÀP�9� �

¯A�����(�R���N��23���(��2
�FÉ¼¬®��ÒN £«�³T���Y¦Ó���¡�P«NÀ�¦ºÅ'��²^¥9Ëm�Y¬®��Å� ¡�£ £�Y £«�³�¬~ £¦"���Y¬®��©��^¢�����«�«�����¤���¤mÇ���«Ó��Ð¾©��£ ¡�� µ¬2¦Á��¬®��¥=¤Ó����«
Å'����Ð=¬®��«�¤���¤Ï¬®¥��P��«A¤��£���J¬® ¡´-©�²~¥�Å��£��¦Á����»Á�� £��«N¬~�¡É � ����������¬~ÀP����³}�� ¡«� £«Ï�¼�~©'���� ¡äP���Y ¡¬~ÀP�9¬® ¡¥H«ÂZ�9�
��¥�¦Á©P�9²~��¤�¬~¥º¬���ÒN ¡«�³º�~¦Á���¡�w¬~ £¦"�È�J¬®��©A���9�£�P¬®����¬~ £¦"�
Æ2 £�^¤A��¬®��²~¦" £«���¤�Å}É�������À�²~����ÉÓ²~��¿NÀ� ¡²~��¦Á��«N¬~�
��«�¤·¬~���æ«P�5¬®À�²Y�æ¥�Ë�¬®�A��©�²~¥HÅA�£��¦ � ���A��©�²~¥HÅA�£��¦"�Ó¦"¥H�J¬Ó¢F���£���~À� µ¬®��¤·Ë0¥H²Á¬~�� £�Ó¬~������«A £¿NÀ�����²Y�
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�~¦"¥=¥�¬®���Y¥H�£ÀA¬~ £¥H«A����«�¤Í�£��²~³H�È¤P��¦"©� £«�³T�~��¥HÀA�£¤ÍÅ+�������YÉÁ¬®¥��~¥��¡¨H�9Ç�«�¥�¬�¤A ¡»"��À��µ¬ �Cñ ¬� ¡�� £«�Ëk�9��¬�¬®�A�
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